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幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环
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摘　要：引入幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环的概念，进一步扩展幂级数 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环的研究。证明了：① 设 Ｔ＝
Ｒ Ｍ
０( )Ｓ 是一个形式三角矩阵环，则 Ｔ是幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环当且仅当 Ｒ和 Ｓ都是是幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环；
② 设｛Ｒα α∈Λ｝是一族环，则直积∏

α∈Λ
Ｒα是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环当且仅当每一个环Ｒα都是幂级数ＪＡｒｍｅｎ

ｄａｒｉｚ环；③ 如果环Ｒ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，满足Ｊ（Ｒ）［ｘ］＝Ｊ（Ｒ［ｘ］），则Ｒ［ｘ］是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

关键词：幂级数；幂级数Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环；幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环；幂级数弱Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环
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Ｒ Ｍ
０( )Ｓ ｂｅａｆｏｒｍａｌｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘ
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ｒｉｎｇｓ；② ｌｅｔ｛Ｒα α∈Λ｝ｂｅａｆａｍｉｌｙｏｆｒｉｎｇｓ．Ｔｈｅｎ∏
α∈Λ
ＲαｉｓａｐｏｗｅｒｓｅｒｉｅｓＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚｒｉｎｇｉｆａｎｄ
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ｆｉｅｓＪ（Ｒ）［ｘ］＝Ｊ（Ｒ［ｘ］），ｔｈｅｎＲ［ｘ］ｉｓａｐｏｗｅｒｓｅｒｉｅｓＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚｒｉｎｇ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｏｗｅｒｓｅｒｉｅｓ；ｐｏｗｅｒｓｅｒｉｅｓＡｒｍｅｎｄａｒｉｚｒｉｎｇ；ｐｏｗｅｒｓｅｒｉｅｓＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚｒｉｎｇ；ｗｅａｋｐｏｗｅｒ
ｓｅｒｉｅｓＡｒｍｅｎｄａｒｉｚｒｉｎｇ

　　本文假定所研究的环Ｒ都是有单位元１的结合
环，α是环Ｒ的一个非零自同态。我们分别以Ｒ［ｘ］
和Ｒ［［ｘ］］表示 Ｒ上的多项式环和 Ｒ上的幂级数
环，分别以ｎｉｌ（Ｒ）和Ｊ（Ｒ）表示环Ｒ中所有幂零元
的集合和Ｒ的Ｊａｃｏｂｓｉｎ根，分别以ＭＮ（Ｒ），Ｔｎ（Ｒ），

Ｉｎ，Ｅｉｊ表示Ｒ上的 ｎ阶全矩阵环，ｎ阶上三角矩阵
环，ｎ阶单位矩阵和第ｉ行第ｊ列为１其余为０的ｎ
阶矩阵。

近年来，关于幂级数环的研究和讨论有很

多［１－７］。Ｋｉｍ等在文献 ［１］中称一个环Ｒ为幂级
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数Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，如果对任意的幂级数 ｆ（ｘ）＝

∑
∞

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｂｉｘ

ｉ∈Ｒ［［ｘ］］，由ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝

０可以推出ａｉｂｊ＝０，对任意的ｉ和ｊ。文献 ［１］证
明了约化环是幂级数 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。将幂级数 Ａｒ
ｍｅｎｄａｒｉｚ环进行推广，Ｈｉｚｅｍ在文献 ［２］中称一
个环Ｒ为幂级数弱Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，如果对任意的幂
级数

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｂｊｘ

ｊ∈Ｒ［［ｘ］］

　　由ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０可以推出ａｉｂｊ∈ｎｉｌ（Ｒ），对一
切ｉ和 ｊ。幂级数 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环是幂级数弱 Ａｒｍｅｎ
ｄａｒｉｚ环，但反之不成立 （见文献 ［２］的 Ｒｅｍａｒｋ
６）。

１　定义及例子
下面，我们将幂级数Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环的概念做另

一方面的推广。

定义１　称一个环Ｒ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，
如果对任意的幂级数

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｂｊｘ

ｊ∈Ｒ［［ｘ］］

由ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０可以推出ａｉｂｊ＝Ｊ（Ｒ），对任意的ｉ
和ｊ。

显然幂级数 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环是幂级数 ＪＡｒｍｅｎ
ｄａｒｉｚ环。

命题１　幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环的理想子环也
是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

证明　设 ＩΔＲ，且 ｆ（ｘ） ＝∑
∞

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，ｇ（ｘ） ＝

∑
∞

ｊ＝０
ｂｊｘ

ｊ∈Ｉ［［ｘ］］Ｒ［［Ｘ］］，满足ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０。

因为环Ｒ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，所以有ａｉｂｊ∈
Ｊ（Ｒ）∩Ｉ＝Ｊ（Ｉ），对任意的ｉ，ｊ。因此，环Ｉ是幂级
数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

当ｎｉｌ（Ｒ）是环Ｒ的理想 （即Ｒ是ＮＩ环）时，
ｎｉｌ（Ｒ）＝Ｊ（Ｒ）（见文献 ［８］的命题 ２７（２）），
幂级数弱 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环是幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。
下面的例子说明，幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环未必是幂
级数弱Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

例１　设Ｆ＝Ｚ２，Ａ是幂级数环Ｆ［［ｔ］］上的三
阶全矩阵环，

Ｂ＝｛Ｍ＝（ｍｉｊ）∈Ａ｜ｍｉｊ∈ｔＦ［［ｔ］］，其中ｉ＝
３或ｊ＝３时，ｍｉｊ＝０｝，
Ｃ＝｛Ｍ ＝（ｍｉｊ）∈Ａｍｉｊ∈Ｆ；ｍｉｊ＝０，ｉ≠ｊ｝

令Ｒ表示由 Ｂ和 Ｃ生成的 Ａ的子环，则 Ｒ中的元

素具有

ａ＋ｆ１ ｆ２ ０

ｆ３ ａ＋ｆ４ ０

０ ０









ａ

的形式，其中 ａ∈ Ｆ，

ｆｉ∈ｔＦ［［ｔ］］，ｉ＝１，２，３，４，且Ｊ（Ｒ）＝ｔＲ。如果

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０

ａ＋ｆ１ｉ ｆ２ｉ ０

ｆ３ｉ ａ＋ｆ４ｉ ０

０ ０









ａ

ｘｉ，

ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０

ａ＋ｆ１ｊ ｆ２ｊ ０

ｆ３ｊ ａ＋ｆ４ｊ ０

０ ０









ａ

ｘｊ∈Ｒ［［ｘ］］

且满足ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０，则
ａ＋ｆ１ｉ ｆ２ｉ ０

ｆ３ｉ ａ＋ｆ４ｉ ０

０ ０









ａ

ａ＋ｆ１ｊ ｆ２ｊ ０

ｆ３ｊ ａ＋ｆ４ｊ ０

０ ０









ａ

∈ｔＲ

因此环Ｒ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。但对于环 Ｒ上
的两个多项式，有ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０，而ｔｅ１１ｔ（ｅ２１＋ｅ２２）
ｎｉｌ（Ｒ），因此环Ｒ不是幂级数弱Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

这样我们就知道，幂级数 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环  幂
级数弱Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环；幂级数 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环  幂
级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，但反之都不成立。对于 ＮＩ
环，有幂级数弱 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环  幂级数 ＪＡｒｍｅｎ
ｄａｒｉｚ环。

２　幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环的扩张
给定两个环Ｒ，Ｓ和一个双模 ＲＭＳ，令

Ｔ＝ Ｒ Ｍ
０( )Ｓ ＝

ｒ ｍ
０( )ｓ ｒ∈Ｒ，ｍ∈Ｍ，ｓ∈{ }Ｓ

在Ｔ上定义普通的加法和乘法： ｒ ｍ
０( )ｓ

ｒ′ ｍ′
０( )ｓ′ ＝

ｒｒ′ ｒｍ′＋ｍｓ′
０( )ｓｓ′

，则Ｔ构成一个环，Ｔ为形式三角

矩阵环。

命题２　设Ｒ，Ｓ是两个环，Ｍ是一个（Ｒ，Ｓ）－

双模，Ｔ＝ Ｒ Ｍ
０( )Ｓ 是一个形式三角矩阵环，则 Ｔ

是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环当且仅当Ｒ，Ｓ都是是幂级
数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

证明　充分性。设 ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０

ｒｉ ｍｉ
０ ｓ( )

ｉ

ｘｉ，且

满足ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０。令

ｆｒ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｒｉｘ
ｉ，ｇｒ（ｘ）＝∑

∞

ｉ＝０
ｒ′ｊｘ

ｇ∈Ｒ［［ｘ］］；

９４
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ｆｓ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｓｉｘ
ｉ，ｇｓ（ｘ）＝∑

∞

ｉ＝０
ｓ′ｊｘ

ｇ∈Ｓ［［ｘ］］

于是 由 ｆ（ｘ）ｇ（ｘ） ＝ ０ 知 ｆｒ（ｘ）ｇｒ（ｘ） ＝ ０，
ｆｓ（ｘ）ｇｓ（ｘ）＝０。因为 Ｒ，Ｓ是幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ
环，所以ｒｉｒ′ｊ∈Ｊ（Ｒ），ｓｉｓ′ｊ∈Ｊ（Ｒ）。根据文献 ［９］

的推论 ２３，Ｊ（Ｔ） ＝ Ｊ（Ｒ） Ｍ
０ Ｊ（Ｓ( )

）
，从而有

ｒｉ ｍｉ
０ ｓ( )

ｉ

ｒ′ｊ ｍ′ｊ
０ ｓ′( )

ｊ

∈Ｊ（Ｒ），对任意的 ｉ，ｊ，因此 Ｔ

是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

必要性。设ｆｒ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｒｉｘ
ｉ，ｇｒ（ｘ）＝∑

∞

ｊ＝０
ｒ′ｊｘ

ｊ∈

Ｒ［［ｘ］］，满足 ｆｒ（ｘ）ｇｒ（ｘ） ＝０；还有 ｆｓ（ｘ） ＝

∑
∞

ｉ＝０
ｓｉｘ
ｉ，ｇｓ（ｘ） ＝ ∑

∞

ｊ＝０
ｓ′ｊｘ

ｇ ∈ Ｓ［［ｘ］］， 满 足

ｆｓ（ｘ）ｇｓ（ｘ）＝０。现在令

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０

ｒｉ ０

０ ｓ( )
ｉ

ｘｉ，

ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｊ＝０

ｒｊ ０

０ ｓ( )
ｊ

ｘｊ∈Ｔ［［ｘ］］

于是 由 ｆｒ（ｘ）ｇｒ（ｘ） ＝ ０，ｆｓ（ｘ）ｇｓ（ｘ） ＝ ０知
ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０。根据已知 Ｔ是幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ

环，有
ｒｉ ０

０ ｓ( )
ｉ

ｒ′ｊ ０

０ ｓ′( )
ｊ

∈Ｊ（Ｔ）＝
Ｊ（Ｒ） Ｍ
０ Ｊ（Ｓ( )

）
。

因此，对任意的ｉ，ｊ，有ｒｉｒ′ｊ∈Ｊ（Ｒ），ｓｉｓ′ｊ∈Ｊ（Ｓ）。
这推出Ｒ，Ｓ都是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

推论１　设 Ｔｎ（Ｒ）是 ｎ阶上三角矩阵环，则
Ｔｎ（Ｒ）是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环当且仅当Ｒ是幂级
数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

据命题２，自然问：环 Ｒ上的 ｎ阶全矩阵环
Ｍｎ（Ｒ）是否也是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，其中ｎ≥
２。下面的例子给出了否定回答。

例２　设Ｆ是一个域且Ｒ＝Ｍ２（Ｆ）。取

ｆ（ｘ）＝ ０ １( )０ ０
＋ １ ０( )０ ０

ｘ，

ｇ（ｘ）＝ １ １( )０ ０
－ ０ ０( )１ １

ｘ∈Ｒ［ｘ］Ｒ［［ｘ］］

则 有 ｆ（ｘ）ｇ（ｘ） ＝ ０，但 是 １ ０( )０ ０
１ １( )０ ０

＝

１ １( )０ ０
Ｊ（Ｒ），故Ｒ不是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

命题３　设Ｒ是一个环，Ｉ是环Ｒ的一个理想且
ＩＪ（Ｒ）。如果Ｒ／Ｉ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，则Ｒ
是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

证明　设 ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｂｊｘ

ｊ∈

Ｒ［［ｘ］］，且满足 ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０。令 珔Ｒ＝Ｒ／Ｉ，在

珔Ｒ［［ｘ］］中有ｆ（珋ｘ）ｇ（珋ｘ）＝（∑
∞

ｉ＝０
珔ａｉｘ

ｉ）（∑
∞

ｊ＝０

珋ｂｊｘ
ｊ）＝０。

由于 珔Ｒ是幂级数 Ｊ－Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，从而对任意的
ｉ，ｊ，有珔ａｉ珋ｂｊ∈Ｊ（珔Ｒ），即

珔ａｉ珋ｂｊ＝（ａｉ＋Ｉ）（ｂｊ＋Ｉ）∈（ａｉｂｊ）＋Ｉ＝Ｊ（Ｒ／Ｉ）
这推出１－珔ａｉ珋ｂｊ∈Ｕ（Ｒ／Ｉ），即存在ｃ∈Ｒ使得１－（１
－ａｉｂｊ）ｃ∈Ｉ。因为Ｉ是环Ｒ的一个理想且ＩＪ（Ｒ），
所以有 （１－ａｉｂｊ）ｃ∈ Ｕ（Ｒ），从而有 １－ａｉｂｊ∈
Ｕ（Ｒ），ａｉｂｊ∈Ｊ（Ｒ），对任意的ｉ，ｊ。故环Ｒ是幂级数
ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

称一个环Ｒ为局部环，如果Ｒ／Ｊ（Ｒ）是除环。
推论２　如果Ｒ是一个局部环，则环Ｒ是幂级

数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。
证明　因为 Ｒ是局部环，Ｒ／Ｊ（Ｒ）是除环，而

已知约化环是幂级数 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，所以 Ｒ／Ｊ（Ｒ）
是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。由命题３知结论成立。

但是，当Ｒ是一个局部环时，Ｒ未必是幂级数
弱Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

例３［３］　设Ｆ是一个域，Ｒ＝Ｍ２（Ｆ）且 Ｒ１ ＝
Ｒ［［ｔ］］。

Ｓ＝ 　
　∑
∞

ｉ＝０
ａｉｔ
ｉ∈Ｒ１ ａ０∈ｋＩ，ｋ∈{ }Ｆ

其中Ｉ是Ｆ的单位矩阵。显然Ｓ是局部环，由推论２
知，环Ｓ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。但是取

ｆ（ｘ）＝ｅ１１ｔ＋ｅ１２ｔｘ，ｇ（ｘ）＝ｅ２１ｔ＋ｅ１１ｔｘ∈Ｓ［ｘ］
有ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０，由于（ｅ１１ｔ）

２ｎｉｌ（Ｓ），故环Ｒ不
是幂级数弱Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

定理１　设 ｛Ｒα α∈Λ｝是一族环，则直积 Ｒ

＝∏
α∈Λ
Ｒα是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环当且仅当每一个

环Ｒα都是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。
证明　必要性。设
ｆα（ｘ）＝ａ０α＋ａ１αｘ＋… ＋ａｐαｘ

ｐ＋…，
ｇα（ｘ）＝ｂ０α＋ｂ１αｘ＋… ＋ｂｑαｘ

ｑ＋…
满足ｆα（ｘ）ｇα（ｘ）＝０。取

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，

ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｂｊｘ

ｊ∈Ｒ［［ｘ］］

其中 ａｉ＝（０，…，０，ａｉα，０，…），ｂｊ＝（０，…，０，ｂｊα，０，

…）∈∏
α∈Λ
Ｒα。由于ｆα（ｘ）ｇα（ｘ）＝０，故有ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）

＝０。因为Ｒ＝∏
α∈Λ
Ｒα是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，所

０５
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以 ａｉｂｊ∈ Ｊ（Ｒ）。熟知，Ｊ（Ｒ） ＝ Ｊ（∏
α∈Λ
Ｒα） ＝

∏
α∈Λ
Ｊ（Ｒα），从而对任意的ｉ，ｊ，有ａｉαｂｊα∈Ｊ（Ｒα）。因

此环Ｒα是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。
充分性。设每一个 Ｒα是幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ

环，

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｂｊｘ

ｊ∈Ｒ［［ｘ］］

且满足 ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０，其中 ａｉ＝（ａｉα）α∈Λ，ｂｊ＝
（ｂｊα）α∈Λ∈Ｒ，ｉ，ｊ≥０。对任意的α∈Λ，取

ｆα（ｘ）＝ａ０ａ＋ａ１αｘ＋… ＋ａｐαｘ
ｐ＋…，

ｇα（ｘ）＝ｂ０ａ＋ｂ１αｘ＋… ＋ｂｑαｘ
ｑ＋…

则有ｆα（ｘ）ｇα（ｘ）＝０。因为每一个Ｒα都是幂级数Ｊ
Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，所以有ａｉαｂｊα∈Ｊ（Ｒα），对任意的α

∈Λ和任意的 ｉ，ｊ。再由∏
α∈Λ
Ｊ（Ｒα）＝Ｊ（∏

α∈Λ
Ｒα）知

ａｉｂｊ∈Ｊ（Ｒ）。因此环Ｒ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。
推论３
（ｉ）环直和Ｒ＝

!α∈ΩＲα是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ
环当且仅当每一个Ｒα是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环；

（ｉｉ）设Ｒ是一个环，ｅ∈ Ｒ是中心幂等元，则
Ｒ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环当且仅当ｅＲ和（１－ｅ）Ｒ
都是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

证明　 （ｉ）由每一个 Ｒα是直和 Ｒ＝!α∈ΩＲα
的理想以及命题１知必要性成立。反过来，据定理

１知直积Ｒ＝∏
α∈Λ
Ｒα是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ，但直和

Ｒ＝
!α∈ΩＲα是直积Ｒ＝∏

α∈Λ
Ｒα的理想，再由命题

１知充分性成立。
（ｉｉ）因为ｅ∈Ｒ是中心幂等元，ｅＲ和（１－ｅ）Ｒ

都是Ｒ的理想，由Ｒ＝ｅＲ
!

（１－ｅ）Ｒ以及情形 （ｉ）
即知。

称一个环Ｒ是 Ａｂｅｌ环，如果环 Ｒ中每一个幂
等元都是中心的。由文献 ［１０］的定理 ３．６知，
幂级数Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环是 Ａｂｅｌ环。下面的例子说明
幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环未必是Ａｂｅｌ环。

例 ４　设Ｆ是一个域，从而是幂级数 ＪＡｒｍｅｎ
ｄａｒｉｚ环。由推论１知Ｒ＝Ｔ２（Ｆ）也是幂级数 ＪＡｒ

ｍｅｎｄａｒｉｚ环。 ０ ０( )０ １
是 环 Ｒ 的 幂 等 元， 但

０ ０( )０ １
不是中心的，所以Ｒ不是Ａｂｅｌ环。

命题 ４　设Ｒ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，ｅ∈Ｒ
是任意幂等元，则ｅＲｅ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

证明　设ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，

ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｂｊｘ

ｊ∈（ｅＲｅ）［［ｘ］］Ｒ［［ｘ］］

且满足ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０。因为环Ｒ是幂级数ＪＡｒｍｅｎ
ｄａｒｉｚ环，所以ａｉｂｉ∈Ｊ（Ｒ），对任意的ｉ，ｊ。又因为
ａｉｂｉ∈ｅＲｅ，所以ａｉｂｉ∈Ｊ（Ｒ）∩ｅＲｅ＝Ｊ（ｅＲｅ）。因此
环ｅＲｅ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

定理２　如果环 Ｒ是幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，
满足Ｊ（Ｒ）［ｘ］＝Ｊ（Ｒ［ｘ］），则Ｒ［ｘ］是幂级数ＪＡｒ
ｍｅｎｄａｒｉｚ环。

证明　设 Ｆ（ｙ）＝∑
∞

ｉ＝０
ｆｉｙ
ｉ，Ｇ（ｙ）＝∑

∞

ｊ＝０
ｇｊｙ

ｊ∈

Ｒ［ｘ］［［ｙ］］，并且Ｆ（ｙ）Ｇ（ｙ）＝０，其中

ｆｉ（ｘ）＝∑
ｔ

ｓ＝０
ａｉｓｘ

ｓ，

ｇｊ（ｘ）＝∑
ｈ

ｌ＝０
ｂｊｌｘ

ｌ∈Ｒ［ｘ］

取ｋｎ ＝ｄｅｇｆ０＋ｄｅｇｆ１＋… ＋ｄｅｇｆｎ＋ｄｅｇｇ０＋ｄｅｇ
ｇ１＋… ＋ｄｅｇｇｎ＋１，并且ｙ

ｎ＝ｘｋｎ，其中ｄｅｇ（ｆ）表
示多项式ｆ的次数。于是有

Ｕ（ｘ）＝ｆ０＋ｆ１ｘ
ｋ１＋ｆ２ｘ

ｋ２＋… ＋
ｆｎｘ

ｋｎ＋…∈Ｒ［［ｘ］］，
Ｖ（ｘ）＝ｇ０＋ｇ１ｘ

ｋ１＋ｇ２ｘ
ｋ２＋… ＋

ｇｎｘ
ｋｎ＋…∈Ｒ［［ｘ］］

即

Ｕ（ｘ）＝ａ００＋ａ０１ｘ＋ａ０２ｘ
２＋… ＋ａ０ｔｘ

ｔ＋
ａ１０ｘ

ｋ１＋ａ１１ｘ
ｋ１＋１＋ａ１２ｘ

ｋ１＋２＋… ＋
ａ１ｔｘ

ｋ１＋ｔ＋… ＋
ａｎ０ｘ

ｋｎ＋ａｎ１ｘ
ｋｎ＋１＋ａｎ２ｘ

ｋｎ＋２＋… ＋
ａｎｔｘ

ｋｎ＋ｔ＋…∈Ｒ［［ｘ］］，
Ｖ（ｘ）＝ｂ００＋ｂ０１ｘ＋ｂ０２ｘ

２＋… ＋ｂ０ｈｘ
ｈ＋

ｂ１０ｘ
ｋ１＋ｂ１１ｘ

ｋ１＋１＋ｂ１２ｘ
ｋ１＋２＋… ＋ｂ１ｈｘ

ｋ１＋ｈ＋… ＋
ｂｎｏｘ

ｋｎ＋ｂｎ１ｘ
ｋｎ＋１＋ｂｎ２ｘ

ｋｎ＋２＋… ＋
ｂｎｈｘ

ｋｎ＋ｈ＋…∈Ｒ［［ｘ］］
由ｋｎ的取法知，这样构造的Ｕ（ｘ）是包含所有ｆｉ系
数的幂级数，Ｖ（ｘ）是包含所有 ｇｊ系数的幂级数。
由Ｆ（ｙ）Ｇ（ｙ）＝０得Ｕ（ｘ）Ｖ（ｘ）＝０。因为环Ｒ是幂
级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，所以有ａｉｓｂｊｌ∈Ｊ（Ｒ），对任意
的ｉ，ｓ，ｊ，ｌ。于是有 ｆｉ（ｘ）ｇｊ（ｘ）∈ Ｊ（Ｒ）［ｘ］，对任意
的 ｉ，ｊ。已 知 Ｊ（Ｒ［ｘ］） ＝ Ｊ（Ｒ）［ｘ］，从 而 有
ｆｉ（ｘ）ｇｊ（ｘ）∈Ｊ（Ｒ［ｘ］），对任意的ｉ，ｊ。因此知Ｒ［ｘ］
是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

称环Ｒ的一个元素μ是右正则的，如果对任意
的ｒ∈Ｒ，由μｒ＝０可以推出ｒ＝０。类似地，可定
义左正则元。如果μ既是左正则元又是右正则元，
则称μ是正则元。

１５
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定理３　设Δ是有限环Ｒ中的由中心正则元构
成的乘法封闭子集，如果 Ｒ是幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ
环，则Δ－１Ｒ是幂级数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

证明　因为Ｒ是有限环，Δ是一个左Ｏｒｅ集合，
所以对任何Ｆ（ｘ），Ｇ（ｘ）∈（Δ－１Ｒ）［［ｘ］］，有

Ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
αｉｘ

ｉ＝∑
∞

ｉ＝０
（ｕ－１αｉ）ｘ

ｉ，

Ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｊ＝０
βｊｘ

ｊ＝∑
∞

ｊ＝０
（ｖ－１βｊ）ｘ

ｊ

其中ｕ，ｖ是中心正则元，ａｉ，ｂｊ∈Ｒ，对任意的ｉ，ｊ。如
果Ｆ（ｘ）Ｇ（ｘ）＝０，取

ｆ（ｘ）＝∑
∞

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，

ｇ（ｘ）＝∑
∞

ｊ＝０
ｂｊｘ

ｊ∈Ｒ［［ｘ］］

则由

０＝Ｆ（ｘ）Ｇ（ｘ）＝

∑
∞

ｉ＝０
∑
∞

ｊ＝０
（ｕ－１ａｉｖ

－１ｂｊ）ｘ
ｉ＋ｊ＝

∑
∞

ｉ＝０
∑
∞

ｊ＝０
（ｕ－１ｖ－１ａｉｂｊ）ｘ

ｉ＋ｊ＝

∑
∞

ｉ＝０
∑
∞

ｊ＝０
（ｕｖ）－１（ａｉｂｊ）ｘ

ｉ＋ｊ＝

（ｕｖ）－ｋｆ（ｘ）ｇ（ｘ）
得到ｆ（ｘ）ｇ（ｘ）＝０。因为 Ｒ是幂级数 ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ
环，所以有ａｉｂｊ∈Ｊ（Ｒ），对任意的ｉ，ｊ，从而有αｉβｊ
＝（ｕｖ）－１ａｉｂｊ∈Ｊ（Δ

－１Ｒ）。因此Δ－１Ｒ是幂级数ＪＡｒ
ｍｅｎｄａｒｉｚ环。

推论４　如果环 Ｒ是有限环，则 Ｒ［ｘ］是幂级
数ＪＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ环当且仅当 Ｒ［ｘ：ｘ－１］是幂级数 Ｊ
Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

证明　令Δ＝｛１，ｘ，ｘ２，…｝，则Δ是环Ｒ［ｘ］中
的乘 法 封 闭 左 Ｏｒｅ子 集。因 为 Ｒ［ｘ：ｘ－１］ ＝
Δ－１Ｒ［ｘ］，所以根据定理３知结论成立。
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